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В роботі побудовані кубатурні формули для скінченного елемента в 
вигляді біпіраміди, які мають другий алгебраїчний порядок точності. 
Запропоновані формули явно враховують параметр деформації біпіраміди, що 
важливо при використанні нерівномірних сіток. Кубатурні формули отримані 
при застосуванні двох схем розташування вузлів інтерполяції на осях 
багатогранника: симетричної та несиметричної. Визначено проміжки зміни 
параметра видовження (стиснення) півосі біпіраміди, на яких вузли 
інтерполяції побудованих формул належать області інтегрування, а вагові 
коефіцієнти є додатними, що гарантує стійкість обчислень за даними 
кубатурними формулами. Якщо параметр деформації біпіраміди дорівнює 
одиниці, тоді обидві кубатурні формули є справедливими для октаедра та 
мають третій алгебраїчний порядок точності. 
Отримані формули дозволяють знаходити елементи локальної матриці 
жорсткості на скінченному елементі в формі біпіраміди. При розрахунках зі 
скінченною кількістю розрядів виникає похибка округлень, яка має однаковий 
порядок для кожної з двох кубатурних формул. 
Знайдено інтервали зміни параметра видовження (стиснення) півосі 
біпіраміди, які відповідають вимогам щодо відхилень об’єму біпіраміди від 
об’єму октаедра, які використовує програмний комплекс ANSYS. 
Серед побудованих кубатурних формул для біпіраміди обрано оптимальну 
за точністю обчислень формулу, яка отримана при застосуванні симетричної 
схеми розташування вузлів відносно центра біпіраміди. Дана формула є 
інваріантною відносно будь-яких афінних перетворень локальної системи 
координат біпіраміди. Побудовані кубатурні формули можуть бути включені 
до бібліотек методів наближеного інтегрування програмних комплексів, що 
реалізують метод скінченних елементів. 
Ключові слова: біпіраміда, октаедр, матриця жорсткості, кубатурна 
формула, вузли інтерполяції, вагові коефіцієнти. 
 
1. Вступ 
Метод скінченних елементів (МСЕ) є одним з широко використовуваних 
методів розв’язання задач математичної фізики. Область його застосування 
охоплює всі крайові задачі, які можуть бути описані диференціальними 
рівняннями. Але головним недоліком даного методу є громіздкі обчислення, які 
потребують використання великого об’єму пам’яті обчислювальної техніки. 
Тому одночасно з процесом розвитку швидкодіючих комп’ютерів існує 






Пошук нових можливостей зменшення часової складності алгоритму МСЕ 
потребує обґрунтованого вибору не тільки скінченно-елементної решітки та 
вузлових координатних функцій, але й формул чисельного інтегрування. Також 
необхідно враховувати, що цей вибір має забезпечувати стійкість та точність 
отримуваних розв’язків. Особливо складною ця задача представляється в 3D. 
Якщо розрахункова область має складну геометричну форму, тоді 
дискретизація її лише правильними багатогранниками часто виявляється 
неможливою. В бібліотеках обчислювальних програм, які реалізують МСЕ, 
з’являється все більше неправильних багатогранників, які використовують у 
приграничному шарі при дискретизації області розв’язуваної задачі. 
Незважаючи на достатньо великий вибір програм, які реалізують МСЕ, 
продовжується пошук нових формул та методів чисельного інтегрування по 
областях як правильних так і неправильних багатогранників. Підтвердженням 
цього факту можуть бути роботи [1–3], які присвячені побудові симетричних 
кубатурних формул високих порядків точності на тетраедрі, гексаедрі, призмі та 
піраміді. Отримані формули є точними для алгебраїчних поліномів трьох змінних 
до 20 порядку включно та дозволяють здійснювати швидку побудову матриць 
жорсткості та мас у скінченно-елементному аналізі. Але застосування даних 
формул в області октаедра або біпіраміди, які можуть бути представлені 
об’єднанням тетраедрів або призм, матиме надмірно велику кількість вузлів та 
збільшить об’єм розрахунків. Це означає, що тематика досліджень, присвячених 
чисельному інтегруванню по області октаедра та біпіраміди є актуальною. 
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми 
У роботі [4] показано, що октаедр у ансамблі з тетраедром утворює 
гібридну решітку, яка за точністю обчислень не поступається тетраедральній та 
є оптимальною за часом обчислень.  
Для реалізації скінченно-елементних розрахунків авторами зазначеного 
матеріалу побудовано кусково-лінійні вузлові координатні функції, які 
відповідають вершинам октаедра та його центру. Обчислювальні експерименти 
виконано для задачі теплопровідності. Чисельне інтегрування по області 
октаедра ґрунтується на представленні його у вигляді об’єднання восьми 
тетраедрів. При цьому для тетраедра застосовується кубатурна формула, яка 
відома з роботи [5]. Питання побудови кубатурної формули для октаедра не 
розглядалось у [4]. Причиною цього може бути розв’язання задачі пошуку 
нових ефективних методів дискретизації тривимірної області лише для 
візуалізації об’єктів, що робить відповідні дослідження чисельного аналізу 
недоцільними. При цьому авторами [4] зауважено, що решітки тетраедрально-
октаедральної структури можуть бути застосовані для вдосконалення 
алгоритму паралельних обчислень МСЕ. У випадку, коли для отримання 
розв’язку задачі є необхідною надзвичайно велика кількість скінченних 
елементів (СЕ), паралельна обробка є корисною на кожному етапі МСЕ, 
включаючи уточнення решітки. 
У роботі [6] показано, що тетраедрально-октаедральні решітки наділені 







містять октаедри, є симетричними, що спрощує реалізацію алгоритму 
уточнення такої решітки. По-друге, решітки тетраедрально-октаедральної 
структури генерують менше класів порівняння, ніж найпростіші тетраедральні 
решітки, що важливо при багаторівневих обчисленнях МСЕ. Алгоритм 
уточнення [5, 6] генерує в 3D два класи порівняння замість трьох, що є 
важливим з точки зору практичного застосування. 
Ефективність використання решітки тетраедрально-октаедральної 
структури підтверджено в роботі [7] при розв’язанні практичних задач 
електромагнетизму. У зазначеній роботі вивчаються методи динамічного 
балансування навантаження при паралельному уточненні решітки з метою 
оптимізації архітектури паралельної системи обчислень та програмних методів. 
При паралельному проектуванні алгоритму МСЕ балансування навантаження 
має досягти мінімального часу виконання, розподіливши завдання рівномірно 
по процесорах. Авторами роботи [7] розроблено новий підхід до моделювання, 
аналізу та проектування комунікаційних схем при паралельному вдосконаленні 
решітки СЕ, що використовує мережі Петрі. Даний підхід запроваджено до 
ефективної конвеєрної стратегії паралельної обробки даних для вдосконалення 
тетраедральної решітки МСЕ, що використовує октаедри на двох етапах 
подрібнення [8]. Питання чисельного аналізу МСЕ не розглядалось у [6–8], 
оскільки вказані роботи присвячені питанням оптимізації системних ресурсів та 
збалансованості загальних обчислювальних навантажень. 
У роботі [9] досліджено можливості застосування решіток тетраедрально-
октаедральної структури при розв’язанні граничних задач математичної фізики 
для рівнянь еліптичного типу. Доведено, що кусково-лінійна апроксимація 
температурного поля, а також кусково-лінійна та квадратична апроксимації МСЕ 
функцій поля переміщень на решітках тетраедрально-октаедральної структури 
збігаються до точного розв’язку в задачах із диференціальним оператором другого 
порядку еліптичного типу. Верифікацію отриманих теоретичних висновків 
виконано в системі комп’ютерної математики Maple для задач теплопровідності та 
лінійної теорії пружності в найпростіших областях, які мають форму 
паралелепіпеда, що дозволяє порівняти точність чисельних розв’язків та тих, які 
отримано аналітичними методами. Для знаходження елементів локальної матриці 
жорсткості октаедра з кусково-лінійними функціями в зазначеній роботі 
побудовано формулу чисельного інтегрування, яка є наслідком застосування 
властивостей потрійного інтеграла в області октаедра. Для знаходження елементів 
локальної матриці жорсткості октаедра з квадратичними функціями було 
застосовано процедури інтегрування аналітичними методами, які є вбудованими в 
процесор Maple. Формули чисельного інтегрування для СЕ в вигляді октаедра до 
сьомого алгебраїчного порядку точності побудовано в роботі [10]. Дані формули 
дозволяють зменшити часову складність алгоритму МСЕ при використанні 
комірок у формі октаедра, однак не можуть бути застосовані для СЕ неправильної 
геометричної форми. 
Першим кроком у подоланні труднощів, які пов’язані з пристосуванням 
тераедрально-октаедральної решітки до областей складної геометрії, є 






При цьому розглядається біпіраміда, яка отримана з октаедра шляхом 
видовження (стиснення) однієї з його півдіагоналей. У зазначеній роботі 
побудовано дві системи вузлових координатних функцій, які відповідають 
вершинам та центру багатогранника. Обидві системи вузлових координатних 
функцій такої біпіраміди залежать від параметра, який дорівнює довжині 
деформованої півдіагоналі. 
Для виконання скінченно-елементних розрахунків з використанням 
біпірамід, які можна застосовувати при дискретизації тривимірних областей у 
приграничному шарі, необхідно отримати формули чисельного інтегрування на 
даному багатограннику. Це дає підстави стверджувати, що доцільним є 
проведення дослідження, присвяченого побудові кубатурних формул на СЕ в 
вигляді біпіраміди. 
 
3. Мета і завдання дослідження 
Метою даної роботи є дослідження можливості побудови кубатурних 
формул типу Стеклова для СЕ в вигляді біпіраміди для обчислення елементів 
матриці жорсткості на даному геометричному носієві. 
Для досягнення поставленої мети необхідно розв’язати такі задачі: 
– побудувати кубатурну формулу другого алгебраїчного порядку точності 
для біпіраміди з симетричною локалізацією вузлів відносно центра 
багатогранника; 
– побудувати кубатурну формулу другого алгебраїчного порядку точності 
для біпіраміди з несиметричною локалізацією вузлів відносно центра 
багатогранника; 
– визначити умови застосування побудованих кубатурних формул при 
алгоритмізації МСЕ; 
– оцінити вплив наближеного виконання арифметичних операцій при 
скінченній розрядній сітці на підсумкову точність застосування 
запропонованих кубатурних формул. 
 
4. Матеріали та методи дослідження  
При проведенні досліджень використовувалися основні положення методу 
скінченних елементів, зокрема, властивості базисних функцій скінченних 
елементів; правила побудови локальних матриць жорсткості (теплопровідності) 
для задач математичної фізики еліптичного виду; оцінки припустимих 
відхилень геометричної форми скінченних елементів від правильних 
багатогранників [12]. 
Побудова нових кубатурних формул спирається на відомі теореми з теорії 
методів наближеного інтегрування. А саме, теореми про існування кубатурної 
формули з додатними ваговими коефіцієнтами та властивість обчислювальної 
стійкості розрахунків з її використанням; теореми про можливу алгебраїчну 
точність кубатурної формули в залежності від локалізації вузлів інтерполяції [13]. 









5. Результати дослідження можливостей побудови кубатурних формул 
типу Стеклова та оцінки їх обчислювальних характеристик 
5. 1. Симетрична схема розташування вузлів кубатурної формули 
Нехай 1 2     область у формі біпіраміди (рис. 1), де  
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Рис. 1. СЕ у вигляді біпіраміди 
 
Розглянемо область Ω як СЕ з шістьма вузлами, які відповідають вершинам 
 1,6iK i  біпіраміди. Відповідні вузлові координатні функції  , , ,i iN N x y z  де 
1,6,i  були отримані авторами даної статті та опубліковані в [12]: 
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Нехай функція f(x,y,z) є неперервною в області Ω. Розглянемо інтеграл 
 , , d d d ,

 f x y z x y z  де (x,y,z) є Ω, а dxdydz – елемент об’єму біпіраміди. 
Для обчислення інтеграла побудуємо кубатурну формулу в вигляді: 
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f x y z x y z А f а I f    (2) 
 
де As  вагові коефіцієнти, as  вузли інтерполяції, Q  кількість вузлів. 
Похибкою кубатурної формули (2) будемо вважати величину 
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яка є залишковим членом формули (2) у формі Лагранжа, де n – найвищий 
порядок алгебраїчного полінома, для якого формула (2) є точною. 
Нехай потрійний інтеграл у формулі (2) є елементом матриці жорсткості 
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частинних похідних вузлових координатних функцій, [D]  матриця пружності, 
теплопровідності, проникності тощо. Тоді f(x,y,z) є алгебраїчним поліномом 








  i j kijkP x y z a x y z    (3) 
 
де aijk  коефіцієнти, α=α(i,j,k)  мультиіндекс, |α|=i+j+k. 
Враховуючи симетрію області Ω, вузли as інтерполяційної формули (2) 
оберемо по одному на півдіагоналях біпіраміди на відстані t  від центра K0. Тоді 
вузли кубатурної формули є вершинами октаедра .  x y z t  
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Розв’язком системи рівнянь (5) є 
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f x y z x y z А f а    (7) 
 
де рівні між собою коефіцієнти  1,4sА s  відповідають вузлам  1,4 ,sа s  які 
розташовані в площині Оху, де область інтегрування Ω є 
центральносиметричною [13]. 
Проаналізуємо даний розв’язок графічно. На рис. 2 зображено залежність 
отриманих значень координати t вузлів та вагових коефіцієнтів формули (2) від 












































































Значення параметра біпіраміди, р
Координата t Коефіцієнти А1-4
Коефіцієнт А5 Коефіцієнт А6
 
 
Рис. 2. Залежність розв’язків системи (5) від параметра p 
 
При цьому графіки кривих  ,s sА А p  де 1,4,s  співпадають. Очевидно, 
що кількість вузлів (7) можна зменшити до Q=5, якщо обрати p≈0.42.  
 
5. 2. Несиметрична схема розташування вузлів кубатурної формули 
Розташуємо вузли as кубатурної формули (2) по одному на півдіагоналях 














  0,t   1,6,i  
 
де |as| – відстань від вузла формули (2) до центра K0 біпіраміди, |K0Ki| – 
відстань від вершини біпіраміди до центра K0. 
Тоді вузли (2) знаходяться у вершинах біпіраміди  
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Вимога того, що шукана кубатурна формула має бути точною для 
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Розв’язком системи рівнянь (8) є: 
 









































Таким чином, маємо ще одну кубатурну формулу виду (7) з шістьма 


























































































Значення параметра біпіраміди, р
координата t координата pt




Рис. 3. Залежність розв’язків системи (8) від параметра p 
 
Аналіз графічних параметрів формул (9) для кубатурної формули (7) 
свідчить про те, що вказана кубатурна формула має п’ять вузлів інтерполяції, 
коли p≈0.42 (рис. 3). При цьому значення p, при якому A5=0 за формулами (6) та 
(9) є однаковим. 
 
5. 3. Визначення умов застосування побудованих кубатурних формул 
при алгоритмізації МСЕ 
Дослідження областей значень функцій as=as(p) та As=As(p), показують, 
що вузли as, які задовольняють формулам (6), належать області інтегрування 
Ω при p≥0.52. 
Вузли as, які задовольняють (8), належать області інтегрування Ω при p>0. 







K0K5 біпіраміди (рис. 1). Дійсно, умова pt≤p, де p,t>0, виконується при t≤1, що 
підтверджує рис. 3. 
Вагові коефіцієнти As(s≠5), які задовольняють формулам (6) та (9), є 
додатними при p>0, а коефіцієнт A5≥0 при p>0.42 незалежно від вибору формул 
(6) або (9). 
Умова, за якої вузли кубатурної формули належать області інтегрування, 
не є обов’язковою [13], на відміну від умови додатності вагових коефіцієнтів, 
яка гарантує стійкість обчислень за кубатурною формулою [14]. 
Оцінимо отримані кубатурні формули згідно до показників асиметрії 
Skewness, які використовує програмний комплекс ANSYS (США) [15, 16]. 
Високим та допустимим показниками якості обчислень, вважають такі, при 
яких значення об’єму СЕ неправильної геометричної форми відхиляється від 
об’єму правильного багатогранника не більше ніж на 10 % та 25 %. Для 
біпіраміди високому показнику відповідають значення 0.66≤p≤0.86 та 
допустимому – 0.51≤p≤1.1. 
Таким чином, побудовані за (7) кубатурні формули задовольняють умовам 
стійкості та точності обчислень при 0.51≤p≤1.1. На даному проміжку отримані 
формули мають шість вузлів інтерполяції, які можуть бути визначені за (6) або 
(9). Також відмітимо, що при p=1 системи рівнянь (5) та (8) мають спільний 
розв’язок, який при підстановці в формулу (7) є кубатурною формулою для 
октаедра [10], яка є точною для алгебраїчних поліномів третього степеня. 
Побудовані кубатурні формули залишаються справедливими при 
обчисленні елементів матриці жорсткості СЕ у формі біпіраміди з сімома 
вузлами, розташованими в вершинах багатогранника Ki  1,6i  та його центрі 
– точці K0 (рис. 1). Відповідні вузлові координатні функції біпіраміди мають 
вигляд [11]: 
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При цьому вибір СЕ з тим або іншим набором вузлових координатних 
функцій залежить, в першу чергу, від виду розв’язуваної задачі, геометрії 






інтегрування є складовою алгоритму МСЕ, тому важливо отримати оцінки 
точності обчислень за даними формулами. 
 
5. 4. Оцінка точності отриманих кубатурних формул при скінченній 
розрядній сітці 
При обчисленні матриці жорсткості біпіраміди точність отриманих формул 
при різних значеннях параметра p є високою, але залежить від похибок 
округлення, які виникають при виконанні арифметичних операцій. Результати 
обчислень  3max , 
ijk
R f  де  , ,  ijf x y z k  – елементи матриці жорсткості 
[B]T[D][B] біпіраміди, які належать класу C2(Ω), представлені на рис. 4. Усі 
розрахунки виконано в системі комп’ютерної математики Maple для 




























































Значення параметра деформації біпіраміди, р
∆6,6 ∆6,9 ∆7,6 ∆7,9
 
 
Рис. 4. Похибка Δi,j використання кубатурної формули (7) при скінченній 
розрядній сітці виконання арифметичних операцій: i – кількість вузлів 
біпіраміди як СЕ, j – номер формули для обчислення параметрів кубатурної 
формули 
 
Обчислення виконано на відрізку 0.51≤p≤1.1, який відповідає 
досліджуваним змінам параметра р. За результатами обчислень похибки (7) для 
двох варіантів вибору вузлів та вагових коефіцієнтів оптимальною за точністю 
обчислень є кубатурна формула, яка отримана при застосуванні симетричної 







інваріантною відносно будь-яких афінних перетворень локальної системи 
координат біпіраміди, що спрощує її застосування при алгоритмізації МСЕ при 
обході вузлів багатогранника. 
 
6. Обговорення результатів дослідження щодо умов застосування 
отриманих кубатурних формул 
Отримані результати ґрунтуються на виконанні умов теорем про існування 
кубатурної формули з додатними ваговими коефіцієнтами та алгебраїчну 
точність кубатурної формули в залежності від локалізації вузлів інтерполяції. 
Запропоновані кубатурні формули (7) з вузлами та коефіцієнтами, які 
визначаються (6) або (9), мають другий алгебраїчний порядок точності. Але 
дані кубатурні формули застосовуються при розрахунках зі скінченною 
кількістю розрядів, тому при виконанні арифметичних операцій виникає 
похибка округлень. Дійсно, з результатів обчислень на рис. 4 очевидно, що 
точність отримуваних значень не менша за 7·10-20 для СЕ у формі біпіраміди з 
шістьма вузами інтерполяції. Також точність обчислень не менша за 2·10-19 для 
біпіраміди з сімома вузами інтерполяції. В обох випадках точність обчислень 
відповідає як високим, так і достатнім вимогам, які використовує програмний 
комплекс ANSYS. Саме тому отриману кубатурну формулу (7) з вузлами та 
ваговими коефіцієнтами, які задовольняють формулам (6), можна вважати 
оптимальною за точністю обчислень та використовувати в скінченно-
елементних розрахунках. 
Побудовані формули чисельного інтегрування по області біпіраміди 
наділені тією перевагою, що можуть бути застосовані для обчислення 
локальних матриць жорсткості для СЕ у формі біпіраміди при різних значеннях 
коефіцієнта видовження(стиснення) p. 
Дане дослідження виконано при певних обмеженнях на параметр 
деформації біпіраміди. Отримані кубатурні формули можуть бути застосовані 
при значеннях параметра деформації 0.66≤p≤0.86 при високих показниках 
якості скінченно-елементних обчислень, які використовує програмний 
комплекс ANSYS, та 0.51≤p≤1.1 – при достатніх. 
До недоліків даного дослідження відноситься те, що враховується 
деформація тільки однієї півосі біпіраміди. При цьому практичний інтерес 
представляють біпіраміди, які мають два або три змінні параметри. Такі 
багатогранники краще пристосовуються до границь областей складної 
геометричної форми. 
Необхідно відмітити, що запропоновані кубатурні формули не можуть 
бути застосовані для знаходження локальної матриці мас біпіраміди, елементи 
якої є інтегралами від тривимірних алгебраїчних поліномів четвертого степеня. 
Даний факт визначає напрямок подальших досліджень, направлених на 
отримання кубатурної формули по області біпіраміди, яка дозволить знаходити 
точно елементи матриці мас на даному багатограннику. Це дозволить 
отримувати розв’язки граничних задач динаміки МСЕ за умови дискретизації 








1. Побудовано кубатурну формулу (7) для біпіраміди з симетричною 
локалізацією вузлів відносно центра багатогранника, які задовольняють (6). 
Отримана формула має другий алгебраїчний порядок точності та дозволяє 
знаходити точно елементи локальної матриці жорсткості біпіраміди. Визначено 
проміжки зміни параметра деформації біпіраміди, для яких вузли інтерполяції 
належать області інтегрування, а вагові коефіцієнти є додатними, що гарантує 
стійкість чисельних розрахунків за даною формулою. 
2. Побудовано кубатурну формулу (7) для біпіраміди з несиметричною 
локалізацією вузлів відносно центра багатогранника, які задовольняють (9). 
Отримана формула має характеристики, які аналогічні характеристикам 
попередньої формули. Якщо параметр деформації біпіраміди p=1, тоді 
побудовані формули мають однакові вузли та вагові коефіцієнти, а також є 
точними для алгебраїчних поліномів третього порядку. 
3. При алгоритмізації МСЕ отримані кубатурні формули можуть бути 
використані з певними обмеженнями. За вимогами програмного комплексу 
ANSYS щодо відхилень об’єму біпіраміди від об’єму октаедра високий рівень 
точності обчислень досягається при значеннях параметра 0.66≤p≤0.86 та 
достатній – при 0.51≤p≤1.1. 
4. Побудовані кубатурні формули застосовуються при розрахунках зі 
скінченною кількістю розрядів, тому при виконанні арифметичних операцій 
виникає похибка округлень. При цьому точність обчислень для біпіраміди з 
шістьма вузлами інтерполяції є не меншою за 7·10-20 та для біпіраміди з сімома 
вузлами інтерполяції – не меншою за 2·10-19. 
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